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1 Introduction

Le probléme de Fermat-Weber est un probléme de localisation. La résolution de ce pro-
bléeme offre des solutions & de nombreux problémes dans différents domaines. Par exemple,
I’emplacement d’un nouveau supermarché ou d’une nouvelle pharmacie prend en compte
les populations avoisinants pour choisir le lieu exact du futur emplacement. La résolution
du probléme de Fermat-Weber nous permet de conclure sur le meilleur lieu géométrique
pour implanter une telle structure commerciale.

Notre objectif est donc de traiter ce probléme de Fermat-Weber et de créer un algo-
rithme permettant de le résoudre.



2 Présentation du probléme d’optimisation

Le probléme de Fermat-Weber consiste en la résolution du probléme suivant :

P min f(x) := wivilr — a;
<>{ i, ()= 3w = )

IS

ol y; est une norme de R? et w;>0. On notera BZQ = {x e R?: ~vi(z) < 1} la boule unitée

associée a la norme ~; duale de la norme ;.
Toute norme est convexe. De plus chaque norme -; est multiplié par le coefficient w; qui est
positif donc w;y; reste une fonction convexe. f(x) est donc la somme de fonctions convexes
donc f(x) est convexe. Cela implique donc que le probléme d’optimisation admet bien une
solution.

Ce probléme est clairement équivalent au probléme suivant :

T€eA

(P) { minF(x) = Zwi”yi(x,; — ai)
=1

ou A= {j} = (.I'l, ...,xn) S (RQ)H X =..= xn}
Par la suite, on considérera toujours le probléme ( z ). En effet, au lieu de travailler avec
2 € R?, il est plus commode d’utiliser # = (z,z, ...,z) € (R*)"
N——
nfois

Pour résoudre ce probléme d’optimisation, on introduit le probléme dual (D) :

n
ian(ai,pi>
i=1
pe At
vi(pi) Swi,i=1,..,n

(D)

Les conditions d’optimalité du probléme primal (P) et du probléme dual (D) sont :

z = (:L‘, "'7$>vﬁ = (p1, "'7pn)a

& solution de (P) zcApe At -
R & =0,
{ p solution de (D) { ;pz
x —a; € N(B),pi/w;)

Ou on note dp(x) le sous-différentiel de ¢ en x défini par :

Op(w) = {p e B : o(y) = ¢(@) + (p.y —2) ¥y }

L’algorithme de Fermat-Weber permettant de trouver une solution au probléme est
décrit de la maniére suivante :



(1) Initialisation :

k=0
On pose 29 = (20, ...,20) € A et p° € AL

(2) A Yitération k :

On détermine pour i=1,...,n
pi¥ = wiProj[(z* — a; + pf) Jwi, BY)
"k

ko ok Tk
T =T+ pp D

On détermine :

P = Proj(z'*, A)

P =Proj(p*, At)



3 Théorie relative au probléme d’optimisation

3.1 Du probléme a I’algorithme

Soit ;(x) = vi(x — a;) et fi(z) = wipi(z)
1) Montrons que p € dp;(x) <= x —a; € N(B;,p)
e Montrons d’abord que p € dp;(z) = = — a; € N(B?,p)
p € 9¢pi(z) = ¢i(y) > vi(x) + (p,y —x), Yy
or wi(x) = vi(r — a;)
on a donc :

(%) vily —ai) > vi(x —a;) + (p,y — z),Vy.

On prend y = a; dans I'inégalité précédente :
Yi(r —a;) + (p,ai —x) <0
d’ou : sup (z —aj,u) < (p,x — a;)
uEBZ(J

d'ott : (x —aj,u—p)<0,Vuec B

Montrons par ’absurde que p € BZQ.
On suppose que p ¢ BY.
On a : % (p) = sup (p,v) > 1
vEB;

30 € By, (p, 0) > 1 > ~(0)

On pose y =t0 + a; , avec t € R et on remplace y dans U'inégalité (*).

Yi(t0) > vi(x —a;) + (p,t0 +a; —x) ,Vt € R

L’inégalité est vraie quel que soit ¢ € R donc I'inégalité est vraie quel que soit t € RT

t(7i(0 = (p,0)) = vi(x — ai) — (p,r — a;)
<0 fize

En faisant tendre ¢ vers 400, on obtient une contradiction. On peut conclure que p € BZQ.

Ainsi |z — a; € N(BY,p)




e Montrons maintenant que : x — a; € N(BY,p) = p € d¢i(z)

D’aprés la définition du coéne normal, on a :

(x —aj,w—p) <0, Yw e BY

= (z —a;,w) < (x —a;,p) ,VwEB?

= sup (r — a;,w) < (x — a;,p)
weBY?

J/

vi(z—a;)

Comme p € BY | on a I'égalité suivante :

Yi(x —a;) + (py —x) = (x —ai,p) + P,y —x) = (p,y — a;) < sup (w,y — a;)
wEBi

Dot : vi(z — a;) + (p,y — 2) < sup (w,y — a;)
wEB?

c’est-a-dire : p;(y) > ¢i(z) + (p,y —x), Yy

Donc |p € dp;(x)

e Montrons que p € df;(z) <= = — a; € N(Bi,p/wi)

p € 0fi(z) = fi(y) > fi(z) + (p,y —x), Yy
= wipi(y) > wipi(z) + P,y —x), Yy

= wilpi(y) —pi(z)) =2 (py — ), Yy

b
=) el 2 (Loy-o). v
car par hypothése w; > 0, Vi.
b
a2 @ (Ly-a). v
— L e pi()

Wy

= x—aiGN(B?,g)

(2




e Montrons que z — a; € N(BY, £) <= p =w; Proj(%ﬁp,B?)

x—aiEN(B?,%)<:>x—ai+p—p€N(B?,§)
(2 7

7

<:><xai+pp,up>§0,VuEB?

)

e (PTG P PN g gy e B
Wi Wi w; /T ¢

I

Tr — Qa;
<:><z+p_pu_p>go, vu € BY
Wi Wi Wi

car par hypothése w; > 0, Vi.

<— P _ Proj(isv — +p,B?)
Wi Wi
T —a;

—|p= wiProj(T%W,B?)
(A

2) L’algorithme que I’on a décrit dans la partie précédente définit bien les suite (2*),(p*)
et (2'%),(p'%) telles que :

ke A, pFe At

/\/ /\, A A
2k k= gk g

démonstration :

D’aprés lalgorithme, On a que 2° € A et que £¥! est le projeté de #F sur A pour

tout k>0. On a donc bien que z* € A pour tout k.
De méme, p° € A et pFt! est le projeté de ﬁlk sur A+ pour tout k>0, cela implique que

pF € Atpour tout k.
Pour i=1,...,n, 'algorithme calcule x;k = gk 4—]9;C —p;k, on a donc clairement 7% +]§/k =
~k o ok
v +p
Enfin, pour i=1,...n, & l'itération k, 'algorithme calcule
p¥ = wiProj[(z* — a; + p¥) /w;, BY]

2

Vu que x;k =2k 4 pf - p;-k, zk = x;k + p;-k — pf. On obtient alors en remplagant :

/

pl-k = wiPTOj[(Cﬂik + pik — pf — a; +p£€)/wi7 B?}

pi¥ = wiProj(z* — a; + p}¥) Jwi, BY]

]



Or, on a montré précédemment ’équivalence p € df;(z) < p = w; Proj(%, BY).
Ainsi, on a bien que p;k € 8fi(m;k)

En conclusion, On vient de montrer que 1’algorithme de Fermat-Weber est construit de
maniére & vérifier les conditions d’optimalité du probléme primal (]3) et du probléme dual

(D).

3.2 Algorithme proximal

Les conditions d’optimalité précédentes peuvent s’écrire différemment a 1’aide d’un
opérateur T :(R?)" — (R?)", monotone maximal. Les conditions d’optimalité deviennent
alors :

teApe At 0eT(E+p)
et tel que 28 = (I +T)71(3F) on 2% = &k + pF
On va montrer dans cette partie que cet algorithme proximal converge. Une solution de cet
algorithme sera donc une solution au probléme de Fermat-Weber.

3.2.1 Définition d’un opérateur

T :(R*)" — (R*)" est un opérateur si & tout élément 2 € (R*)™, on a que T'(z) est un
ensemble inclus dans (R?)" (T'(z) € (R*)™).
Par définition,
T est monotone si <:c —,y— y/> >0 YyeT(x), YyeT(z)

T est monotone maximal si <a: —x,y— y/> >0 Vy eT(z)) = yeT(x)

3.2.2 Convergence de ’algorithme proximal

On définit une suite {2*} par 28+ = (I + T)7!(z*) ott T est un opérateur monotone
maximal.

1) Montrons que (I +7)~! est une application, i.e. pour tout z il existe y unique tel
que y = (I +T)"(x)

e Montrons d’abord ’existence :

['RQn—>R2n
Uur—1u

et :
T - RQTL N RZTL

v +— T'(v)

Soit € R*", il existe un y, par définition de I et de T, tel que :

zel(y) +T(y)
donc:ze (I+T)(y)
donc : Jy/(I+T) Y(z) =y



e Montrons 'unicité :

On montre par Iabsurde. On suppose qu’il existe y; € R?" et yo € R*" tels que :

I+T) Nz)=wn € (I+T)(y1) =y +T(y) x—y1 € T(y1)
= =
(I+T) M x) =y ze(I+T)(y) =y2+T(y2) x—ys € T(y2)

Or T et un opérateur monotone donc (y; — Y2,z —y1 — =+ y2) >0
(y1 —y2,—y1 +y2) > 0

—y =l > 0= lly1 — w2l = 0=y =y

Il existe donc un unique y tel que pour tout x on a : y = (I +7T) ! (z).
2)Soit R=(I+T)tetQ=1—-R
e Veérifions que Q(z) € T'(R(2))

Q=I-RdoncQ(z)=2—-R(z)=z2z—(I+T) (z)
Or on a vu que (I + T)~! était une application, donc il existe un unique y tel que :
y=I+T)""(2) = R(2).
Ainsi
ze(I+T)(y)=zecy+T(y)

Donc
Qlz)=z—yecy+T(y) —y

Q(2) € T(R(2))|

e Montrons I'inégalité suivante :

|R(21) — R(22)|I> + [Q(21) — Q(22)|I” < |lz1 — 22||* V21, Vzo
Ona [lz1 — 2|* = [|Q(z1) — Q(22) — R(z1) — R(22)|?

21 — 2ol = |Q(21) — Q(22) | *+]|R(21) — R(z2)|*+2 < Q(z1) — Q(z2) ,R(21) — R(Z2)>
NN
€T (R(z1)) €T(R(22))

Vu que T est monotone, on a que :

(Q(21) — Q(22), R(21) — R(22)) >0

On a donc bien :

l21 = 2|* 2 |[R(21) = R(=)II” + [Q(=1) — Q(z2)|*, Va1, Vz

10



3) Soit z* un zéro de T, i.e. 0 € T(z*).
; k *
e Montrons que la suite {Hz -z H} converge.

2f—2"=0e€T(z%) donc 2" € (I +T)(z%)
Or (I +T)~! est une application donc :

= ([ +T)" (%) = 2* = R(z")

D’aprés l'inégalité précédente, on a que :

2 2
HR(zk) — R(z") ’ < sz — 2"

“ilech - ee)

2

2
o TR

“+eeh - e

sz—f—l Lk

2

2
z < sz—z*

Donc {||zF*! — 2*||} est une suite décroissante et positive donc {|[z"*

suite convergente.

— Z*H} est une

e Montrons que klim QM =0

—400

On pose lim szH — 2" =1< 40

k—+o00

D’apreés I'inégalité démontrée précédemment,

‘2 2 ka1 o

0 <||Q6h - e

<o

2 2 9
et Q(2*) = 0 ainsi 0 < HQ(zk)H < sz P Hzm _

~~

—[2 —[2

2
Donc HQ(zk)H g oy

=| Q%) "=t 0

e En déduire qu’il existe une valeur d’adhérence de la suite {zk}

Ona0< szH: sz—z*—f—z* + |I27]l

<Jo-r

Or la suite {sz+1 — z*H} est convergente, donc pour tout k, il existe Mj, tel que
2+~ =] <

On obtient : 0 < szH < My, + |27

11



La suite {zk} est donc bornée. La suite {zk} admet alors une valeur d’adhérence s.
e Montrons que cette valeur d’adhérence s vérifie : (x — s,y) >0, Vy € T(s)
s est une valeur d’adhérence de {zk}
on a que zFT! = (I +T)~1(2*) donc 2* € (I 4 T)(z**1)
cest a dire : 2F € ZFHL + T (A1)
Donc 2k — 2k+1 € T(2F+1)
Comme T est monotone, on a pour tout y € T'(z), <w — 2Ry — (2R - zk+1)> >0, Vk
Soit ¢ : N — N une fonction croissante telle que z#*) F—d0

On a donc : (x — 2#(+1 gy — (z9() _ w41y >

Quand k£ — 400, on obtient :

’(x—s,y) >0, VyET(:L‘)‘

e Montrons que s est un zéro de T
Ona: (zr—s,y) >0, VyeT(x)

Cela entraine :
(s —z,0—y) >0, VyeT(x)

or T est maximal donc :
0€T(x)

4) Montrons que la suite { zk} converge vers un zéro de 7.
Montrons que la valeur d’adhérence s de la suite {zk} est unique.

On résonne par I'absurde en supposant qu’il existe deux valeurs d’adhérences différentes
s1 et s de la suite {zk}
Ona: (r—s1,y) >0, VyeT(x)
>0, VYyeT(x)
On obtient : (sg — s1,y) >0, Yy € T(s2)

et <x — 52, y>

et : (s1—s9,y) >0, VyeT(s1)

12



D’apres la question précédente, on a : 0 € T'(s1) et 0 € T'(s2)
On prend donc y = 0 dans les deux équations et on trouve :
(s9 —51,0) =0
(s1—82,0) =0
(s — 51,81 —s2) =0
Is2 = 1] = 0

= 89 = 81

On a donc une contradiction.
La suite {zk } est bornée et elle admet une unique valeur d’adhérence donc la suite converge
vers cette valeur d’adhérence s qui est un zéro de T.

4 Présentation de l'algorithme de Fermat-Weber

Pour construire, I’algorithme de Fermat-Weber, on a dans un premier temps déterminé
plusieurs projections.

4.1 Projection sur A

On veut connaitre 21 =Proj('*, A) pour tout k on A = {#=(21,..,an) € (R)" 101 =...=ap}.
Cela revient a résoudre le probléme d’optimisation suivant :

(Pa) { Proj(u, A), ue(RQ)"
(Py) { gleiguﬁ;—uuz, ue (R

n

n
12—l = (& —w, @ —u) =D (@ —uiymi —wg) = o — ug)?
=1

i=1

Vu que & € A, & = (21, ..., Ty) avec r1 = ... = x,, = x, on obtient :

n
A 2 2
12 —ul® =) e —uill
i=1

Le probléme (P4) peut donc s’écrire :

n
(Py) min > [lo -, w € R
IGR i=1

f(=)

13



Celarevient a résoudre un probléme d’optimisation sans contraintes. On calcule donc V f(z)

Vi) =2) (z—u)
=1

Vf(x) :0<:>2nx—22ui:0
i=1

1 n
— x:n;ui
1=

4.2 Projection sur At

N

On veut connaitre p+1 =Proj(p’*, AL) pour tout k ott AX = {§ = (y1,...,yn) € (RO : 1" 1y = 0}.
Cela revient a résoudre le probléme d’optimisation suivant :

(Py1) { Proj(u,AJ‘), u € (R*)"

(Pa) { min 7 —ul’, ue (B)"
JeEAL

n
- 2
min Y [lyi —wil®, we (R?)"
i€R2 =1
(Pas) Y
D vi=0
i=1
C’est un probléme d’optimisation avec contraintes. On calcule alors le Lagrangien Associé.

n n
Ly, 1) = Y llyi — wsll* + <M’Zyi>
=1 =1

Vi L(yi, 1) = 2(ys — i) + p

Les conditions de Kiithn-Ticker sont :

V. L(yi, ) = 2(yi —ui) +p =0



2
Donc 2(y; — u;) + — Zul =0

1 n
finalement, | y; = u; — - z% U;
i

Remarque :
Le calcul de la projection sur A+ n’est pas nécessaire.
Soit P un point, on note Py le projeté de P sur A et P41 le projeté de P sur AL, D’aprés
les calculs précédents, on remarque que : P = P4 + P41. Ainsi la connaissance du projeté
de P sur A sulffit.

4.3 Projection sur B}

Pour calculer le projeté sur BZQ, nous avons créé la fonction sous matlab ProjectionSur-
BouleDuale. Nous consacrons cette partie & 'explication de cette fonction.

4.3.1 Deéfinition d’une boule duale

Par défintion, la boule duale BY associée a la norme 4 duale de la norme ~; est

BY = {pE]R2 cvi(p) < 1}

or , vi(p) = sup (x,p), ce qui nous donne :
zeB;

B?—{p€R2: sup <x,p)§1}(@B?—{pGRQ:(x,p)Sl, V:CEB,-}
zeEB;

Vu que les boules sont des ensembles convexes, on obtient finalement :

BY = {p e R%: (sj,p) <1, Vs; € Sommet(Bi)}

Pour les boules associées aux normes usuelles [1, [, [, leurs boules duales sont connues.
La boule duale associé & la norme [ est la boule associée a la norme [.

Boule Primale L1 Boule Duale Lo

1 1

\U 1 -1 [ 1

15




Réciproquement, la boule duale associé & la norme [, est la boule associée a la norme [;.

Boule Primale Loo Boule Duale L1

-1 [ 1 \0 1

Enfin, la boule duale associée & la norme [l est la boule primale associée a la norme [s.

Boule Primale 1.2 Boule Duale L2

1 1

N

1 0 ,’1 -1 ] 1

|/

Par contre, si on considére une boule quelconque polyédrique définie par I’ensemble
de ses sommets, nous avons crée une fonction BouleDuale sous Matlab qui nous renvoie
les sommets associés & la boule duale. Cette fonction s’appuie sur la définition précédente
d’une boule duale.

4.3.2 Projection sur la boule [

La projection sur la boule ls se traite & part car ce n’est pas une boule polyédrique.
c’est le cercle unité. La projection d’un point M de R? sur cette boule est lui-méme si il

est & l'intérieur de la boule sinon son projeté est le point I 1\1\4/[”2

4.3.3 Projection sur une boule polyédrique

Pour connaitre la projection sur une boule polyédrique, il faut faire des considérations
géométriques. Il faut, dans un premier temps, tester si le point appartient & la boule ou
pas. Ensuite, si le point n’est pas dans l'intérieur de la boule, on teste g’il appartient & un
cone normal de I'un des sommets. On précise qu'un point M ne peut appartenir qu’a un
seul cone normal de 'un des sommets d’un polyédre convexe. Le schéma ci-dessous nous
permet de nous en convaincre.

16



Cdnes normaux

Polygone convexe

Si le point est dans I'un des cones normaux associés au sommet de la boule polyédrique,
le projeté du point M et le sommet en question. Enfin, si on est a ’extérieur mais que ’'on
n’est pas dans un cone normal de I'un des sommets, on projette le point sur le bon coté de
la boule polyédrique.

17



5 Exemples

Nous avons testé 'algorithme de Fermat-Weber sur de nombreux exemples. Voici donc
le résultat de quelques situations. Pour tous ces exemples, nous avons pris pour valeur
d’erreur des tests d’arréts e = 1075,

1°" exemple :
On a choisi les points suivants :
a1=(2;2], ag=[-3-4|, ag=[-5;10], as=[-14], as=[-3;5],
a6=9;2], a7=(6;-3|, as=[2;-6], ag=[-7;1].
avec :
vi =1 pour ¢ € {1,2,3}
~vi = lo pour i € {4,5,6}
vi = loo pour i € {7,8,9}
Vi=1,..9, on a fixé w; =1
On a pris z9=[10;10].

Une solution & ce probléme est [-1.8;2] et le nombre d’itération effectué par 1’algorithme
est 212.

10 +* /*
*/*
e
El A
/*
*/*
*/
g e
2
H
* e
e
#
4 + 4
+
+
*“f
2 M i +
+
ol
2k
5

-4 +
gl I L 1 1 | I I I I

-8 £ -4 -2 1] 2 4 5} 8 10

=+ Puointe associés au Probleme F-w
—% —ltérés

#+  Solution du probléme

2¢m¢ exemple :

On a choisi les points suivants :

a1:[0 74]7 a2:[4 71]7 a3:[2 ;_3]7 a4:[_2 ;_3]7 a5:[_4 71]7
avec :

~vi = la pour i € {1,2,3,4,5}

Vi=1,..,5, on a fixé w; =1

On a pris z9=[12;-5].

Une solution a ce probléme est [0.0;-0.283] et le nombre d’itération effectué par 1’algo-
rithme est 132.

18



2 T
e T
\*\\
*
+ + T
e
Fis T s
e
~
g
s
I 1 1 1 I I ]
4 -2 4 51 8 10 12
+  Points agsociés au Probleme P
—% —ltérés

3¢ exemple :

On a choisi les points suivants :

- Solution du probléme

a1=[0;4], as=[4;1], a3=|2;-3|, as=[-2;-3|, as=|-4;1],

avec :
~vi = lo pour i € {1,2,3,4,5}

On a fixé w; = {1,1.5,2,0.5,1.5}

On a pris zp=[12;-5].

Une solution a ce probléme est [1.063;-0.635] et le nombre d’itération effectué par

gorithme est 110.

o
ol
&*‘*\ ~—
2F YR
g
-
A + ke
e,
-
4l T
~
s
T
sk
I L 1 1 I 1 ]
4 -2 2 4 B 8 10 12
+ Points agsociés au Probleme F-ity
—4 —ltérés

Salution du probléme

19
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4¢m¢ exemple :
On a défini une nouvelle boule : NewBoule = {[—6;2],[6;2],[6; —2],[—6; —2]} et Ynew la
norme associée a cette nouvelle boule.
On a choisi les points suivants :
a1=[050], a2=(3 2], az=[-5:-6, as=[-4;4], as=[5;-3|, ag=[-1:-2]
avec :
Vi = Ynew pour i € {4,5}
vi = la pour i € {1,3,6}
vi = loo pour i € {2}
On a fixé w; = {1,1.5,2,0.5,1.5,1}
On a pris xo=[-3;7].

Une solution & ce probléme est [-1.000;-2.000] et le nombre d’itération effectué par 1’al-
gorithme est 169.
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6 Conclusion

Ce projet fut trés intéressant dans le sens ou il nous a permis de mettre en oeuvre
nos connaissances développées au 1¢ semestre sur les problémes d’optimisation. La pro-
grammation sous le logiciel Matlab fut également trés enrichissante. En effet, en cherchant
& optimiser notre programme, nous avons minimisé le nombre de calculs et les appels
de fonctions, le rendant ainsi plus performant. Nous avons constaté que l’algorithme de
Fermat-Weber est un algorithme puissant qui converge en un faible nombre d’itérations.
La compréhension de I'algorithme nous a parut complexe au premier abord car celui-ci fait
appel a deux suites, I'une évoluant dans ’espace primal et ’autre dans ’espace dual.
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Annexe : code des fonctions programmées sous Matlab
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